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応力解析の最先端

根津　暁充*・松坂　ひとみ*・横山　亮一*

1.　はじめに
本稿では最近のⅩ線応力解析法について解説する．
従来から用いられている sin2ψ法以外のⅩ線応力測
定・解析法の中で最も実用的と思われる3例を選出し
た．ここで紹介する解析例は，（1） Multiple-hkl法によ
る残留応力測定，（2）深さ方向のせん断応力のある試
料の残留応力測定，（3）結晶子ひずみ解析法（1）によ
る繊維配向試料における残留応力測定および回折線幅
の広がりの3例である．

2.　Multiple-hkl法によるX線残留応力測定
2.1.　微小角入射法による薄膜X線回折測定
硬質セラミックス膜による表面改質は，耐摩耗性や
摺動性，あるいは耐熱性や耐食性などに優れているこ
とから，切削工具や機械部品，金型，装飾品，磁気記
録媒体などに広く応用されている．代表的なセラミッ
クス膜としては，TiN, TiAlN, TiC, AlN, CrNなどの窒
化物が挙げられる．中でもTiN膜は高温下での使用が
可能で，高い硬度を持ち，鋼や超硬合金との密着性も
良好なことから，保護コーティング材として広範囲の
分野で利用されている．TiN膜の形成にはPVD法や
CVD法が用いられている．特にPVD法は，処理温度が
500°C以下であり，高速度鋼やダイス鋼に対して焼き
戻し温度以下の温度で被覆できるという利点を持つ．
さらに，これらの硬質膜は化合物膜であることから，
化学組成比をずらすことで高硬度の膜を形成できるな
ど，従来にはない特性を持たせることができる．その
ため，PVD法による皮膜は，新しい機能性材料の実現
を目指して精力的に研究開発が行われている．ただし，
成膜時や使用中における残留応力・ひずみは膜の剥離
や亀裂の発生に影響して材料の寿命を縮めることにな
るため，膜の応力状態を把握することが非常に重要と
なる（2）,（3）．
残留応力の測定法としてはX線回折法が最も有力な

手段であり，非破壊かつ非接触で結晶材料の評価が可
能である．しかし，金属やセラミックスに対するX線

侵入深さは数μmであり，厚さ1 μm以下の薄膜や極表
層のみの情報を選択的に評価するには汎用測定（2θ/θ
走査）では限界がある．このとき，X線を試料表面す
れすれに入射させる微小角入射法を利用することによ
り，X線の侵入深さを制御できるため，汎用測定では
得られなかった領域の残留応力評価が可能となる（4）．
本章では，鉄鋼材上に被覆されたTiN膜に対する残留
応力の測定例を紹介する．

2.2.　Multiple-hkl法
X線応力測定法として広く知られる sin2ψ法は，多

結晶体における特定の格子面 (h k l) に着目して，ψ角
を傾けながら任意方位の格子面間隔 (d) を観測する手
法である．ここで，ψは試料面法線と格子面法線のな
す角度を表す．sin2ψ法の利点は，無ひずみ状態の格
子面間隔 (d0) が厳密にわからなくても解析が可能であ
り，横軸に sin2ψ，縦軸に2θを取った sin2ψ-2θ線図と
呼ばれるグラフの回帰直線を描くことで簡便に応力値
が求まるというところにある．このとき，回帰直線の
傾き (M) と被験物質の弾性定数で決まる応力定数 (K) 
を用いて，ψ角を傾ける方向の残留応力 (σ) がそれら
の積 (σ ＝M・K) として求まる．
ここで薄膜に対する応力測定を考えた場合，sin2ψ

法では1つの格子面 (h k l) の面間隔の変化を測定する
ため，X線の入射角度が大きくなると，回折に寄与す
る膜の体積が小さくなって十分な回折線の強度が得ら
れず，基板結晶から来る回折線とのS/N比が悪くなる
という問題があった．この問題を解決するため，図1
に示すように，膜に対してX線を微小角で固定して入

図1.　Multiple-hkl法による薄膜X線応力測定．*株式会社リガク　X線機器事業部　応用技術センター
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射し，2θ走査により複数の格子面の回折線を測定する
という方法が提唱された．複数の格子面 (hi ki li; i = 1～n) 
を用いて応力を解析することから，この方法は後に
Multiple-hkl法と呼ばれるようになった．2θ走査により
観測される各格子面のψ角がそれぞれ異なり，結果的
にψ角に伴う格子面間隔の変化を観測することができ
る．したがって，この測定法は薄膜に対してはX線回
折に寄与する体積を増やすことができ，厚膜に対して
もX線の侵入深さをナノオーダーで制御できるという
利点がある．本章で紹介する硬質膜は厚膜に属する繊
維配向膜であり，膜中に存在するランダムな方位を持
つ結晶粒に着目して，Multiple-hkl法を適用した．
以下の式（1） に，結晶および非結晶を含む材料一般
について成立するひずみと応力の関係（5）を示した．
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ここで示されるひずみεϕψは，被験試料の面法線周り
で半時計方向に ϕ回転した方向にψ傾けた方位を面法
線とする回折面のひずみを示す．σij (i, j ＝1, 2, 3) は応
力テンソルの成分を示し，S1, S2/2は式（2） に示すよう
にヤング率 (E) とポアソン比 (ν) で表されるX線的弾
性定数である．
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一方，Multiple-hkl法では，複数の格子面の面間隔 
(di) の変化率，すなわちひずみε

hkl
ϕψ (＝(di‒d0i)/d0i)を観測

することで応力σijを解析することができる．このとき，
d0iは i番目の格子面の無ひずみ状態の面間隔を示す．
また，等2軸応力状態については，式（1） において，

σ33 ＝ 0, σ23 ＝ σ13 ＝ σ12 ＝ 0, σ11 ＝ σ22 ＝ σという条件を設定する
ことで以下の関係式（3） が得られる．
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式（3） に着目して，横軸に関数 f (ϕ, ψ, S 1
hkl, S 2

hkl)，縦
軸にひずみεhkl

ϕψをプロットすると，この回帰直線の傾
きが求めたい膜の応力σになることがわかる．ただし，
S 1

hklとS 2
hklはX線的弾性定数が格子面 (h k l) に依存する

ことを意味している．
2.3.　応力測定装置
本章で紹介する硬質膜の残留応力測定には，図2に
示す全自動水平型X線回折装置SmartLabを使用した．

X線源には高出力 (45 kV, 200 mA)の回転対陰極式Cu
管球を使用し，入射側に多層膜ミラーを搭載すること
で高強度の平行ビームを形成した．従来の光学系で
は，入射側および受光側のスリットを絞ることで擬似
的に平行ビームを形成していたが，X線強度が減少す
ることから，発散角を抑えることに限界があった．こ
れに対して，放物面多層膜ミラーを用いた光学素子 
(CBO: Cross Beam Optics) を使用することで，X線強度
の反射率が70%，発散角が0.04°のX線ビームの使用が
可能になった．受光側には分解能0.5°の平行スリット
アナライザー (PSA: Parallel Slit Analyzer) を用いて回折
X線の発散を抑えた．

2.4.　Multiple-hkl法による測定および解析結果
測定試料には，PVD法に分類されるイオンプレー

ティング法によりTiN膜を被覆した鉄鋼材を使用し
た．膜厚は約5 μmで，膜表面は銀色の光沢を帯びて
いた．ちなみに，TixN1-x膜は窒素の含有量によって色
が異なり，x≒0.5で金色，x > 0.5で銀色を呈すること
が一般に知られている．すなわち，今回使用する試料
は銀色であることから窒素の反応量が少ないTiN膜で
あることが想定された．

X線の入射角度を約0.4°に固定して2θ走査により観
測した回折プロファイルを図3に示す．実測プロファ
イルにおける各反射の強度比と，無配向試料の回折プ
ロファイルにおける各反射の強度比を比べて，本試料
は [1 1 1] 軸方向に弱い優先配向を有していることが
わかった．なお，X線を微小角入射した場合，TiN膜

図2.　全自動水平型X線回折装置SmartLab.

図3.　微小角入射法によるTiN膜の回折プロファイル．
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に対するX線の侵入深さは数10 nmであり，膜厚に対
して極表層の応力状態を評価することになる．ここで，
プロファイルフィッティングから得られたTiN膜の回
折ピーク情報を表1に示す．

Multiple-hkl法による応力解析では，ひずみ感度を考
慮して，観測された8つの反射のうち高角側の6つの反
射を用いて応力値を算出した．式（3） より，TiN膜に
は応力値がσ＝ 1.99 GPa，信頼限界値が△σ＝ 0.47 GPaの 
引張応力が観測された．なお，関数 f (ϕ, ψ, S 1

hkl, S 2
hkl)‒ひ

ずみεψ
hkl線図を図4に示す．ヤング率とポアソン比につ

いては，均質等方体と見なしてE ＝ 429 GPa, ν ＝ 0.19（6）

を用いた．

2.5.　考察
薄膜の残留応力は，基材と膜の線膨張係数の差から生
じる熱応力が主に原因とされている．FeとTiNの室温
付近での線膨張係数はそれぞれ11.8⊗10‒6/K, 9.2⊗10‒6/K（7）

であり，成膜後は基材の熱収縮に伴って膜には圧縮応
力が残留すると考えられる．しかし，本測定では膜厚
に対して極表層の応力状態を評価しており，膜と基材
の境界付近とはひずみ方が異なることは十分に考えら
れる．つまり，境界付近では基材の拘束を強く受ける
一方で，膜表面では応力緩和が生じている可能性があ
る．その他，関数 f (ϕ,ψ, S 1

hkl , S 2
hkl)‒ひずみεhkl

ϕψ線図に直
線関係が見られることから，式（3） の導出に用いた条

件は膜の応力状態を反映しており，膜表面には引張応
力が等方的に残留していることがわかる．もし異方性
を考慮するならば，式（1） でσ11 ≠ σ22, σ12 ≠ 0とおいて
解析すればよい．また，観測した線図の直線性からX
線侵入深さ内において応力勾配が影響していないこと
がわかる．

2.6.　Multiple-hkl法の検討
Multiple-hkl法のもう1つの利点として，狭小部の応
力測定が挙げられる．ギヤの狭い歯底やホイールの内
側など，X線の入射角を固定することで測定が容易に
なるような箇所には出射角のみ考慮すれば良いことに
なる．
以上のことから，Multiple-hkl法は薄膜および狭小

部の残留応力評価に有効であり，汎用的なX線応力測
定法を補足する上で欠かせない分析手法である．

3.　深さ方向のせん断応力がある試料の残留応力評価
3.1.　従来の残留応力測定法との比較
1軸応力測定法であるsin2ψ法を多結晶体試料に適用
する場合，試料は以下の4つの条件を満たさなければ
ならない．

①　試料のX線照射域内に多数の結晶粒が存在する．
②　強い優先配向を有しない．
③　X線侵入深さ内で平面応力状態にある．
④　X線侵入深さ内に応力勾配がない．

sin2ψ法では上記前提条件が存在するため，試料の結
晶状態に依存して sin2ψ-2θ線図にばらつきが出たり，
あるいは湾曲して非線形になったりすることがある．
その原因としては，上記①から④に対応して，次の①′
から④′で示される4つの結晶状態が考えられる（8）．

①′　  粗大結晶粒が形成されており，Ⅹ線照射領域内
に十分な数の結晶粒が存在しない．

②′　集合組織が存在する．
③′　  試料表面下のX線侵入深さ内に深さ方向のせん

断応力成分（σ13あるいはσ23）を有する．
④′　  試料表面下のX線侵入深さ内で急峻な応力勾配

を有する．

さらに，これらの結晶状態に対して3軸応力状態を
考慮することで，上記①′から④′に対応して，以下の 
①″から④″で示される4つの特徴が sin2ψ-2θ線図に現
れることが知られている．

①″　  連続的なプロファイルが観測されないため，sin2

ψ-2θ線図の傾きの誤差が大きい．
②″　  特定の方向のψで観測したプロファイルのピー

表1.　TiN膜の回折ピーク情報．

h k l 2θ （deg） FWHM （deg） I （counts）

1 1 1  37.20 0.92 7182

2 0 0  42.93 1.35 5291

2 2 0  62.39 1.64 1505

3 1 1  74.80 1.88  883

2 2 2  78.66 1.66  654

4 0 0  94.00 2.33  130

3 3 1 105.70 2.80  232

4 2 0 109.57 2.64  449

図4.　関数 f (ϕ, ψ, S 1
hkl, S 2

hkl)‒ひずみεψ
hkl線図．



応力解析の最先端

リガクジャーナル 45(1) 2014 4

ク強度が著しく低い．
③″　ψスプリットを生じる（9）–（11）．
④″　sin2ψ-2θ線図にうねりを生じる．

sin2ψ法の適用範囲を超えた結晶状態にある試料に対
して，これまでに様々な残留応力測定・解析法が提唱
されてきた．ただし，ここで示されるような現象が
sin2ψ-2θ線図に現れる場合でも，信頼限界 (sin2ψ-2θ線
図と回帰直線との一致度を示す指標）が大きくならな
ければ，sin2ψ法の適用が可能であることは周知の事
実である．
本章ではψスプリットを生じる結晶状態について考
える．応力を測定する方向が互いに180°異なる+ψと‒
ψ方向で観測した2つの sin2ψ-2θ線図の形状が異なっ
ていて，sin2ψ-2θ線図の回帰直線の傾きが+ψと‒ψ方
向で異なる場合には，観測されるそれぞれの応力も互
いに異なる．このとき，従来の sin2ψ法により単に片
側の応力を評価する場合には，評価値と実際の応力値
の間に大きな隔たりを生じることがある．
従って sin2ψ法を適用する上で問題となるψスプ
リットに対する残留応力評価法を紹介し，これをψス
プリット法と呼ぶことにする．ただし，ここではラボ
用Ⅹ線を用いることから，深さ方向の応力を0とした
(σ33 ＝0)．

3.2.　  ψスプリットを生じるメカニズムと残留応力
の評価方法

ある材料に対して残留応力を評価するときに，せん
断応力成分（σ13あるいはσ23）が含まれるような試料
として挙げられるのは，切削・研削加工などにより有
向性加工層が形成される試料である．本章では，故意
に1方向から施工したショットピーニングにより形成
された有向性加工層を持つ試料を例に取り，ψスプ
リットが生じるときの残留応力評価法について解説す
る．
図5に示されるように有向性加工層（Bのライン上）
において，力の面内成分（赤矢印）に平行な残留応力
を sin2ψ法により評価するとき，+ψ方向と‒ψ方向に

ついて観測される2方向の sin2ψ-2θ線図は楕円形の上
下に分かれることが知られている．以降は，+ψ方向
をψ+方向，‒ψ方向をψ‒方向と表記する．ここでは，
鉄製丸棒に対して1方向からショットピーニングを施
工することにより故意にψスプリットを発生させた試
料に対してX線残留応力を評価した．
図5でクローズアップした図は，投射材が丸棒に付

加する応力成分を丸棒の断面から見たものである．投
射材が丸棒に当たる周方向の位置AとBに対して，A
では投射材が試料表面に垂直に当たる．一方，Bでは
斜め方向から摺るように当たるため，Bでは試料表面
に平行な応力（ひずみ）成分，すなわちせん断応力成
分が発生して有向性加工層が形成される．
次に，有向性加工層Bにおける3軸応力状態を図6
示した．ショット材の投射方向をσ1–σ3面に平行に取
ると，深さ方向のせん断応力成分σ13が存在するため，
主応力軸（赤矢印：すべての方向のせん断応力成分が
0になるときの3つの垂直応力成分を主応力という）
がσ2軸回りに回転することで，σ3軸は試料面法線方向
（σ33軸方向）から傾くことになる．
また，試料座標系のひずみと応力の関係は，3軸応力
状態を示す一般式（1） に対して，ここで仮定している
σ33 ＝0とおくことにより，以下の式（4） で示される（12）．

2 2 2
2 11 12 22

1 11 22 2 13 23

1
( cos sin 2 sin )sin

2
1

( ) ( cos sin )sin 2
2

S

S S

ψ ψ

ψ

= + +

+ + + +

φε s φ s φ s φ

s s s φ s φ
 

（4）

ここで得られた式（4） に対して，ϕに対するψ+方向とψ‒ 
方向のひずみεϕ+ψとεϕ‒ψは，ϕとϕ+180°に対するψのひ
ずみεϕψとεϕ+180˚ψにそれぞれ対応する．したがって，式
（4） を用いてこれらのひずみの平均値 (ε0˚ψ+ε180˚ψ)/2
（ϕ ＝0°として） を計算すると以下の式（5） が得られる．

図5.　ショットピーニングにより付加されるせん断応力． 図6.　位置Bにおける3軸応力状態．
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（5）

さらに，ひずみの定義からX線回折法における結晶面
のひずみはεϕψ ＝ (d‒d0)/d0と表されるため，ブラッグの
式2d sinθ ＝nλ (n ＝1) を用いてεϕψ ＝ sin θ0/sin θ‒1を得る．
したがって，ψ+方向の回折角を2θ+，ψ‒方向の回折角
を 2θ‒とすると，式（5） において 2θを sin2ψで偏微分
し，S2/2 ＝ (1+ν)/Eを用いて整理すると，以下の式（6） 
が得られる．ただし，σ ＝σ11とする．

2
0

2(1 )
( 2 2 )cot /2 sin

E+ −
+

− ∂ + ∂ = ∂
n

θ θ θ s ψ  （6）

ここで，ψ+方向とψ－方向について sin2ψ法により処理
したときの sin2ψ‒2θ線図の傾きをそれぞれM+とM‒，
また応力定数をKとすると，最終的に応力σは以下の
式で表される．

0 2 2

2 2
cot /2

2(1 ) 180 sin sin
( )/2

E

K M M

+ −

+ −

∂ ∂ 
= − ⋅ ⋅ + + ∂ ∂ 
≡ ⋅ +

π θ θ
s θ

n ψ ψ   
（7）
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2

2

cot
2(1 ) 180

2
sin

2
sin

E
K

M

M

+
+

−
−


= − ⋅ +

 ∂ = ∂
 ∂
 =

∂

π
θ

n
θ

θ
ψ

ψ

 
 

（8）

 （9）

 
（10）

すなわち，式（7） で示される応力は，ψ+方向とψ‒方
向についてそれぞれ sin2ψ法により処理したときの残
留応力σ0˚ψとσ180˚ψの平均値σaveに等しいことが示され
る．
ここで，ψ+方向とψ‒方向についてそれぞれ sin2ψ法

により評価したときの応力に対応する信頼限界値をそ
れぞれΔσ0˚ψ，Δσ180˚ψとすると，sin2ψ法により評価した
応力は，以下のように示される．

0 0

180 180

( ) ,
( )

K M M
K M M

° ° + +

° ° − −

± = ±

± = ±

σ ∆σ ∆

σ ∆σ ∆
ψ ψ

ψ ψ

  
（11）

ただし，ΔM+とΔM‒はψ+方向とψ‒方向に対する sin2ψ-2θ
線図のそれぞれの傾きM+とM‒の誤差を示す．
従って，ψスプリット法によって求めた応力σaveお

よびその誤差Δσaveは，sin2ψ法により求めたσ0˚ψ, σ180˚ψ, 
Δσ0˚ψ, Δσ180˚ψを用いて，それぞれ平均を取ることにより
以下の式（12） で表される．

180 0
ave

2 2
0° 180

ave

2

2

° °

°

+
=

+
=

σ σ
σ

∆σ ∆σ
∆σ

ψ ψ

ψ ψ

  
（12）

このようにして，ψスプリットの起こる試料では，
sin2ψ法によりψ+方向とψ‒方向の応力値の平均を求め
ることで，簡便に残留応力を評価することができる．

3.3.　測定例の紹介
X線残留応力測定には，全自動水平型Ⅹ線回折測定
装置SmartLab （図2）を用い，平行ビーム法光学系に
おいて並傾法で測定を行った．表2に測定条件，およ
び表3に解析に用いたパラメーターを示す．
ここで測定する応力は，図5のBに対して，ショッ

ト方向であるψ+(ϕ ＝0°) とその反対方向であるψ‒(ϕ ＝
180°) の2方向とした．図7にSmartLabの試料台に試料
を設置したときの応力の測定方向を示す．
ψ+方向 (ϕ ＝0°) とψ‒方向 (ϕ ＝180°) に対して sin2ψ法に

表2.　測定条件

特性X線 Cu Kα

回折面 α-Fe （3 1 0）

無ひずみ回折角度 2θ0＝116.38°

測定法 ψ一定法（並傾法）

表3.　解析条件

解析手法 sin2ψ法

ヤング率 223300 MPa

ポアソン比 0.28

応力定数 ‒941.53 MPa/°

図7.　丸棒の断面側から見た測定点Bにおける応力測定方向．

図8.　  測定点Bにおけるショットピーニングの加工方向（ϕ = 0°, 
ϕ = 180°）における sin2ψ-2θ線図．

（試料提供：東京都市大学大谷眞一教授）
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より得られた sin2ψ-2θ線図を図8に示す．測定点Bで
は，ϕ ＝0°と ϕ ＝180°ともに圧縮応力が観測されたが，
sin2ψ-2θ線図が湾曲しており，応力値がそれぞれ異な
る典型的なψスプリットが観測された．測定点Bの
ϕ ＝0°方向の残留応力値は‒286.74 ∓ 34.44 MPa, ϕ ＝180°
方向の残留応力値は‒29.03 ∓ 34.49 MPaとなった．し
たがって，ψスプリットの発生した測定箇所の残留応
力値は，ψスプリット法により‒157.89 ∓ 24.37 MPaと
求まった．

4.　  結晶子ひずみ解析法による繊維配向試料における
残留応力測定および回折線幅の広がり

4.1.　結晶子ひずみ解析法による残留応力測定
多結晶を構成する結晶子から残留応力を解析する手

法がある．一般に，この手法は欧州ではcrystallite group 
method (CGM)（13）として知られている．解析方法が多
結晶を構成する結晶子の方位とひずみに着目して結晶
全体のひずみを求めることから，これを結晶子ひずみ
解析法と呼ぶことにする．本章では，繊維配向する結
晶試料に対して結晶子ひずみ解析法を適用する手法に
ついて解説する．繊維配向膜に関するこの測定法の開
発は，英（14）により六方格子について提唱され，その後
佐々木（15），江尻（15），田中（16）らによって平面応力／
3軸応力の解析法も提唱された．最近では，横山ら（1）

によって結晶子について単結晶の対称性を考慮するこ
とで得られるひずみと応力の関係式にまとめられた．
また，繊維配向試料について結晶子ひずみを考慮する
とき，結晶子の対称性に由来する半価幅の広がりが発
生することもわかってきた（17）．この半価幅の広がり
についても併せて解説する．
図9において，多結晶体中の1つの結晶子に着目し
て，試料の応力座標系Piを考える．着目した結晶子が
試料内の結晶座標系Xiで表されるとき，図10で示さ

れるように，ひずみを測定する結晶面の実験室座標系
をLiとする．このとき，Ⅹ線で観測される結晶面の
ひずみの方向をL3軸方向に取る．
このように多結晶体の応力を解析するときに取られ
る3つ（あるいは4つ）の座標系間の関係を図11に示
した．

これら4つの座標系は，変換行列α, β, π, ω, γを用い
て，各座標系間で互いに変換される．ひずみ･応力は
2階のテンソルで表されるため，Ⅹ線で観測されるL3

軸方向のひずみεL
33を試料座標系の応力σklで表すと

き，εL
33は式（13） から （16） により求められる．

33 3 3

33 3 3

ε σ

π π π π

ε ω ω ε

ε ω ω σ

=

=

=

=

P
ij ijkl kl

P
ijkl iπ jq kr lσ πqrσ

L
i j ij

L P
i j ijkl kl

S

S S

S

 

 （13）

 （14）

 （15）
 （16）

すなわち，多結晶体内の1つの結晶子について単結晶
のひずみと応力の関係から求めたひずみがεL

33である．
ここでは，応力を解析する繊維配向した多結晶体試料
についてReussモデルを仮定することで，結晶内の各結
晶子の応力がマクロ応力に等しいものとした．多結晶
体における平均のひずみ〈εL

33〉は以下の式で表される．

図10.　  多結晶体中の4つの座標系X’i, Pi, Li, Xi. KhklはL3方向の
散乱ベクトルを示す．

図11.　  4つの座標系間を繋ぐ変換行列 （α, β, π, ω, γ）．X’は便宜
的に追加された座標系を示す．

図9.　  無数の結晶子（結晶粒）から構成される多結晶体．各結
晶子（結晶粒）はそれぞれの座標系を持つ．
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33 3 3

3 3

ε ω ω σ

ω ω σ

=

=

L P
i j ijkl kl

P
i j ijkl kl

S

S
  

（17）

式（17） は，Reussモデルでは応力が試料の平均応力
（マクロ応力）に等しくなるため，応力σklが括弧〈〉
の外に出ている．
図12において，〈111〉軸を繊維配向軸に持つ試料を構
成する結晶子が立方晶系に属してラウエ対称にm‒3m
を持つとき，〈111〉軸方向に対するステレオ投影図を
示した．各結晶子は，単結晶の対称性から〈111〉軸
と逆格子軸 a*, b*, c*を含む各面に鏡面を持つため，
〈111〉軸周りには6個の等価な反射が存在する．これ
ら6つの等価反射を （a）, （a）’, （b）, （b）’, （c）, （c）’とす
ると，（a） （b） （c） の3反射と （a）’（b）’（c）’の3反射は
それぞれ 120°の回転対称の関係にあり，また （a） と 
（a）’のように対応する反射はそれぞれ鏡面関係にあ
る．
〈111〉軸を繊維配向軸に持つ試料であることから，

〈111〉軸回りにランダムに無数の結晶子が配列してい
ると考えられる．すなわち，ある結晶子の （a） の位置
には別の結晶子の等価反射 （a）’, （b）, …, （c）’が重
なっている．ただし，複数の結晶子の反射の重なる
（a） （b） （c），あるいは （a）’（b）’（c）’に対しては，一般
にそれらの反射の区別は付かない．
次に結晶の対称性と応力の関係について考える．図

12に示すように ϕ ＝0°においてひずみを観測するとき，
120°の回転対称にある （a） （b） （c） あるいは （a）’（b）’
（c）’はそれぞれ区別が付かない等価反射となるため，
それぞれの1点ずつの代表点を取って （a） と （a）’のみ
について応力状態を考慮すれば十分である．これらの
関係を図12の type Iと type IIに示した．ここで，type I
と type IIにおいて回折条件が満足するときに観測され
るひずみをそれぞれεL

33I, ε
L
33IIとすると，平面応力状態

を仮定してεL
33I, ε

L
33IIは式（16） から以下のように計算さ

れる．

2
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（18）
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（19）

ただし，σ11, σ22, σ12は試料座標系における応力成分，
ϕ, ψは図10 に示すεL

33の観測される方位，βは図12に
示されるように鏡面から （a） あるいは（a）’までの角
度である．また，s11, s12, s44は単結晶の弾性コンプライ
アンス定数，s0 ＝  s11 ‒ s12 ‒ s44/2を示す．ここで，ψとβ
が図10に示される散乱ベクトルKhkl，ベクトルH1, H3

となす関係を以下に示す．

31

3

3 1 31

3 1 3

cos ,

( ) ( )
cos

hkl

hkl

hkl

hkl

ψ −

−

 ⋅
=   

 
 × ⋅ ×

=   × × 

H K
H K

K H H H
K H H H

β

 

 
（20）

 

（21）

このとき，試料のある応力状態において異なる2種
類のひずみが1つの観測点 (ϕ ＝0°) で同時に観測される
ことが予想される．これは繊維配向をなす試料の結晶
性がロッキングカーブで0.01°以下となるような結晶
性を持たないことと，測定するⅩ線源が角度発散およ
び波長分散を持つことに起因している．したがって，
type Iと type IIにおけるそれぞれの結晶面のひずみは
異なるが，実際に観測される回折線にはそれらの回折
面で回折された反射が重なり合って1つのピークが形
成されていることが予想される．

Reussモデルの場合，実際に観測されるひずみ，す
なわち試料の平均のひずみ〈εL

33〉は type Iと type IIに
対するひずみεL

33Iとε
L
33IIの平均値として以下のように

計算される．図12.　  立方晶系〈111〉軸に配向する繊維配向試料における2
つの結晶子の方位，type Iと type II.
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 （22）

通常，ひずみを観測した数点のデータに対して，最
小二乗法を式（22） に適用して応力を求める．ここで
は平面応力を仮定して，結晶子のひずみと応力の関係
を求めたが，3軸応力状態においても同様に式（16） か
ら求めることができる．

4.2.　結晶子ひずみ解析法による回折線幅の広がり
前章で求めた繊維配向試料における2つのタイプの

結晶子のひずみ type Iと type IIにより，異なるひずみが
発生した場合，回折線幅が広がることが予想される（12）.
そこで，式（18），（19） のひずみの差をΔεL

33II‒Iとして
回折線幅の広がりΔ2θ (β, ϕ, ψ) を以下に求めた．

0 33,

2 ( , , ) 2 ( ) 2 ( )

2 tan( ) L
II I

I IIψ

−

= −

= −

∆ θ β φ δ θ δ θ

θ ∆ε
  

（23）

式（23） を用いて，立方晶系〈111〉軸を繊維配向軸
に持つ試料の回折線幅の広がりの原因となるひずみの
差ΔεL

33II‒Iを計算した結果を以下に示す．

( ) ( )33 33, 33,

0 22 11

12
2

23 13

, , , ,

1
2 sin 3 {( )sin 2 sin 2

3
2 sin 2 cos 2

2( cos sin )sin }

L L L
II I II I

s

ψ ψ

ψ

ψ

ψ

− = −

= − −

+

+ −

∆ε ε β φ ε β φ

β s s φ

s φ

s φ s φ

  

（24）

式（24） から垂直応力成分の差（σ11とσ22の差）が大
きいとき，すなわち異方性応力状態のときには，ϕ ＝  
45°方向に回折線幅の広がりの影響が大きく表れる傾
向があり，逆に ϕ ＝0°方向にはせん断応力成分σ12, σ23, σ13 

の影響が大きく表れる傾向のあることがわかる．

5.　おわりに
今回紹介した3例のⅩ線応力解析法（測定法）は，

通常の解析法としてあまり紹介されてこなかったが，
実践的で有効な応力解析法である．残留応力の定量化
は，材料や構造物の強度の指標となるため，材料評価
の上で重要な課題である．ここで示した手法の一部
は，日本ではリガクが製品化している．
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